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Re´sume´. Les re´seaux sont aujourd’hui largement utilise´s dans de nombreux domaines
scientifiques, en particulier en sciences sociales, afin de repre´senter les interactions entre
entite´s d’inte´reˆt. Depuis les premiers travaux de Moreno en 1934, de nombreux mode`les
de graphe ale´atoire ont e´te´ propose´s dans le but d’extraire des informations pertinences a`
partir de ces donne´es structure´es. Le mode`le a` blocs stochastiques, stochastic block model
(SBM) en anglais, permet par exemple de rechercher des groupes de noeuds ayant des
profiles de connexions homoge`nes. Nous nous inte´ressons ici au mode`le de W -graphe qui
pre´sente l’inte´reˆt de ge´ne´raliser la plupart des mode`les de graphe ale´atoire existants mais
pour lequel peu de me´thodes existes pour re´aliser l’infe´rence du mode`le sur donne´es re´elles.
Dans un premier temps, nous rappelons comment le mode`le SBM peut eˆtre repre´sente´
sous la forme d’un W -graphe avec une fonction graphon bloc-constante. A l’aide d’un al-
gorithme de type variational Bayes expectation maximization, nous approchons ensuite la
loi a posteriori des parame`tres d’un mode`le SBM et nous montrons comment l’incertitude
sur les parame`tres, caracte´rise´e par cette approximation variationnelle, peut eˆtre inte´gre´e
de manie`re analytique afin d’obtenir une estimation de la loi a posteriori de la fonction
graphon du W -graphe. Dans ce cadre Baye´sien, nous de´rivons e´galement l’expression de
la probabilite´ d’occurrence d’un motif permettant de tester si un motif est pre´sent de
manie`re exceptionnelle dans un re´seau. Ces travaux sont teste´s sur donne´es simule´es et
sur un extrait du re´seau de la blogosphere politique franc¸aise.
Mots-cle´s. Re´seau, approximation variationnelle, W-graphe, graphon
Abstract. Networks have been widely used in many scientific fiels, and in particular
in social sciences, in order to represent interactions between objects of interest. Since
the earlier work of Moreno in 1934, many random graph models have been proposed to
extract knowledge from these structured data sets. For instance, the stochastic block
model (SBM) allows the search of groups of vertices sharing homogeneous connection
profiles. In this work, we consider the W -graph model which is known to generalize many
random graph models but for which very few methods exist to perform inference on real
data. First, we recall that the SBM model can be represented as a W -graph with a
block-constant graphon function. Using a variational Bayes expectation maximization
algorithm, we then approximate the posterior distribution over the model parameters
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of a SBM model and we show how this variational approximation can be integrated in
order to estimate the posterior distribution of W -graph graph function. In this Bayesian
framework, we also derive the occurrence probability of a motif. In practice, this allows
to test if a motif is over-represented in a given network. All the results presented here are
tested on simulated data and the French political blogosphere network.
Keywords. Network, variational approximation, W -graph, graphon function
1 Infe´rence de la fonction graphon d’un W -graphe
Mode`le a` blocs stochastiques. Le mode`le a` blocs stochastiques, stochastic block
model (SBM) en anglais, fait l’hypothe`se que les n noeuds d’un re´seau sont re´partis dans
Q classes latentes suivant les proportions α = (α1, . . . , αQ). L’association des noeuds
aux classes est de´crite a` l’aide de vecteurs binaires tire´s a` partir d’une loi multinomiale
M(1;α). Les connexions entre noeuds sont alors ge´ne´re´es Xij|Zi, Zj ∼ B(piZi,Zj) a` partir
de lois de Bernoulli dont les parame`tres sont caracte´rise´s par la matrice Q × Q de con-
nectivite´ pi = [piq`], ou` piq` est la probabilite´ de connexion entre un noeud de la classe q
et un noeud de la classe l. Par la suite, nous notons Z = {Zi} l’ensemble des vecteurs
latents, X = {Xij} la matrice d’adjacence de´crivant l’ensemble des areˆtes, et θ = (α,pi)
l’ensemble des parame`tres du mode`le.
Lien entre le mode`le SBM et les W -graphes. SBM correspond au cas ou` la fonc-
tion graphon W est bloc-constante, avec des blocs rectangulaires de taille αk × α` et de
hauteur piq`. Plus pre´cise´ment, si nous notons σq =
∑q
j=1 αj les proportions cumule´es, et
de´finissons la fonction
Cα(u) = 1 +
Q∑
q=1
I{σq ≤ u},
en fixant
W (u, v) = piC(u),C(v), (1)
le mode`le de W -graphe associe´ correspond alors a` un mode`le SBM de parame`tres (α,pi).
1.1 Algorithme Bayes variationnel pour l’infe´rence dans SBM
L’infe´rence du mode`le SBM a rec¸u beaucoup d’attention ces dix dernie`res anne´es. La
principale difficulte´ vient du fait que la distribution conditionnelle des labels Z sachant
les observations X n’est pas factorisable et ne peut pas s’e´crire sous forme analytique. Des
approches de type Monte-Carlo et d’autres base´es sur des approximations variationnelles
ont donc e´te´ propose´es. Dans cette pre´sentation, nous conside´rons l’algorithme variational
Bayes expectation maximization (VBEM) de [3] qui permet de traiter efficacement des
grands graphes et qui construit une approximation de la loi a posteriori des parame`tres et
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des variables cache´es Z (note´es p˜θ(θ) et p˜Z(Z)). Nous rappelons que cette approximation
est obtenue a` travers la maximisation par rapport a` p˜θ et p˜Z de la fonctionnelle
L = logP (X)−KL(p˜θ(θ)p˜Z(Z)||P (θ,Z|X)), (2)
ou` KL correspond a` la divergence de Ku¨llback-Leibler. En conside´rant des lois a priori
conjugue´es (i.e. Dirichlet pour α et Beta pour piq`) pour les parame`tres du mode`le,
l’algorithme VBEM approche la loi a posteriori a` l’aide des distributions suivantes:
α|X ∼ Dir(a) where a = (a1, . . . , aQ),
piq,`|X ∼ Beta(ηq,`, ζq,`). (3)
Les expressions de aq, ηq` and ζq` sont donne´es dans [3].
Nous de´finissons maintenant une approximation de la loi a posteriori de la fonction
graphon d’un W -graphe aux coordonne´es (u, v). Dans ce but, nous inte´grons (1) par
rapport aux distributions a posteriori approche´es de pi et α.
Proposition 1 Pour un couple (u, v) ∈ [0, 1]2, u ≤ v, en utilisant un mode`le SBM a` Q
classes, l’approximation Baye´sienne variationnelle de W (u, v) est p˜(w|X, Q) =∑
q≤`
b(w; ηq,`, ζq,`) [Fq−1,`−1(u, v; a)− Fq,`−1(u, v; a)− Fq−1,`(u, v; a) + Fq,`(u, v; a)]
ou`
• a, η and ζ sont les hyperparame`tres obtenus par l’algorithme VBEM;
• b(·; η, ζ) est la densite´ de probabilite´ de la loi Beta(η, ζ);
• Fq,`(u, v; a) est la fonction de re´partition jointe de (σq, σ`) ou` α suit une loi de
Dirichlet Dir(a).
Dans cette pre´sentation, nous de´crirons la preuve de ce re´sultat avant d’utiliser la
me´thode sur des donne´es simule´es et re´elles. Un point essentiel de l’approche est que la
fonction de re´partition jointe Fq,` peut eˆtre calcule´e par un algorithme re´cursif de´crit dans
[5].
L’estimateur approche´ de l’espe´rance a posteriori se de´duit directement de la propo-
sition pre´ce´dente: E˜[W (u, v)|X] =∑
q≤`
ηq,`
ηq,` + ζq,`
[Fq−1,`−1(u, v; a)− Fq,`−1(u, v; a)− Fq−1,`(u, v; a) + Fq,`(u, v; a)] .
L’e´cart type cette estimation du graphon se calcule e´galement de manie`re analytique.
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2 Quelques re´sultats expe´rimentaux
Notre pre´sentation sera compose´e de deux parties, la premie`re traitant, comme de´crit
pre´ce´demment, de l’approximation de la fonction graphon d’un W -graphe, la deuxie`me se
concentrant sur le calcul de la probabilite´ d’occurrence d’un motif dans le cadre Baye´sien
conside´re´. Nous avons seulement pre´sente´ dans ce papier les re´sultats de la premie`re
partie et nous donnons donc dans cette section les re´sultats expe´rimentaux associe´s. Ces
re´sultats ont e´te´ obtenus en analysant un extrait du re´seau de la blogosphere politique
franc¸aise ou` chaque noeud repre´sente un blog et les areˆtes caracte´risent les hyperliens
connus entre les blogs.
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Graph
Figure 1: Classification des noeuds du re´seau de la blogosphere politique franc¸aise a` l’aide
de l’algorithme VBEM pour SBM.
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Figure 2: Estimation de la fonction graphon du re´seau de la blogosphere politique
franc¸aise.
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